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INTRODUCTION

RESUME

La présente étude porte sur la stabilité linéaire d’un milieu poreux anisotrope en
rotation, saturé par un fluide non newtonien dans une cavité rectangulaire chauffé sur le
coté, soumis a I’effet de la force centrifuge. L’état de la stabilité marginale est établi en
déterminant le nombre de Rayleigh critique et le nombre d’onde critique. Nous avons
constaté I’effet des paramétres K* et ¢ de I’anisotropie sur le seuil de convection.

Mots clés : Milieu poreux anisotrope en rotation, force centrifuge, stabilité linéaire,
Rayleigh critique, seuil de convection.

ABSTRACT

The present survey carries on the linear stability of middle in rotating anisotropic porous
media saturated by a non-Newtonian fluid in an oblong cavity heated on the side
submitted to the effect of the centrifugal force. The state of the marginal stability is
established while determining the number of critical Rayleigh and the wave number of
critical wave. We noted the effect of the anisotropic parameters K* and ¢ on the
doorstep of convection.

Keywords: Rotating porous anisotropic media, centrifugal force, linear stability, critical
Rayleigh; doorstep of convection.

de la chimie et des industries nucléaires, de la

Le présent article traite de I'étude de la
stabilité linéaire dans un milieu poreux
anisotrope en rotation saturé par un fluide
viscoélastique, chauffé par le coté. L’étude des
fluides viscoélastiques est d'un grand intérét
dans de nombreux domaines des sciences
modernes de l'ingénierie et de la technologie
comme le traitement des matériaux, du pétrole,

géophysique, biologie et de l'ingénierie bio-
mécanique.

Vadasz P. (1994) a mené une recherche
analytique tridimensionnelle sur I’écoulement
d’un fluide & travers un milieu poreux
hétérogéne  confiné dans une cavité
rectangulaire 0<x<L;0<y<H;0<
z < H) en rotation. La perméabilité du milieu

179



VODOUNNOU E.C. & al.

poreux varie dans la direction d’axe de
coordonnées z. Les résultats de ses travaux
montrent que pour un gradient de pression
appliqué sur les faces x = 0 et x = L, il
apparait un écoulement principal du fluide dans
la direction horizontale d’axe (o, ).

La solution analytique trouvée demeure valable
pour de grands nombres d’Ekman (Ek), ce qui
confirme les  conditions  d’applications
pratiques.

Le méme auteur, a recherché numériquement
les effets de la force centrifuge résultant de la
rotation d’une cavité rectangulaire sur le
phénoméne de convection thermique dans le
milieu poreux confiné dans cette enceinte. Il a
montré que pour les solutions analytiques
simples, le rapport de forme géométrique
a = H/L ou H est la hauteur de I’enceinte et L
la  longueur du domaine rectangulaire,
influence grandement [I’écoulement et le
transfert de chaleur dépend du nombre de
Rayleigh modifié R, qui doit rester faible. Il a
établi que pour I’écoulement bidimensionnel
dans le milieu poreux, le nombre de Nusselt
dépend linéairement du nombre de Rayleigh
modifié Ra, avec une pente fonction du
nombre “’a’’ (facteur de forme géométrique du
domaine). L’auteur a aussi recherché une
solution analytique au probleme de la
convection naturelle générée par la force
centrifuge dans le milieu poreux contenu dans
ce domaine en rotation et chauffé par le haut.
Pour avoir supposé la composante verticale w
de la vitesse d’écoulement et de la température
T indépendantes de la coordonnée horizontale
x, W, z) = W(2) et T(x,z) = T(2), il a
trouvé que le domaine de validité de cette
solution analytique doit étre restreinte. Le
nombre de Nusselt varie linéairement avec le
nombre de Rayleigh modifie Ra, pour de
faibles valeurs de ce dernier. Il ressort que mis
a part le flux de chaleur lié a I’écoulement du
fluide dans la direction d’axe de coordonnée x
qui demeure important, il apparait un flux de
chaleur dans la direction verticale.

Vadasz P. (1999) a mené une investigation
numérique et analytiqgue sur la convection
naturelle bidimensionnelle en milieu poreux
isotrope en perméabilité confiné dans une

enceinte rectangulaire en rotation. L’effet de la
force centrifuge sur le développement et la
stabilit¢ de la convection naturelle dans une
couche poreuse verticale exposée latéralement
a un flux de chaleur constant colinéaire a la
force centrifuge a été investigué.

Enock P. et Tyvand A. (1984) sur la base des
équations de Darcy-Boussinesq pour la
convection thermique en milieu poreux, en
rotation, ont étudié le probleme en régime
permanent de la convection bidimensionnelle
dans une couche poreuse en rotation. Ils ont
montré que ce probléme est équivalent a celui
du milieu poreux anisotrope relativement a une
nouvelle variable adimensionnelle ¢,
caractérisant le rapport de perméabilité du
milieu. Suivant les résultats qu’ils ont obtenus,
on peut déduire des résultats de base sur la
convection thermique dans une couche poreuse
en rotation a partir de I’analyse faite sur la
convection thermique en milieu poreux
anisotrope non mise en mouvement de rotation.

Jong J.J. et Jian S. L. (1987), ont fait une étude
sur la convection thermique en régime
transitoire dans une couche poreuse dont les
surfaces supérieure et inférieure libres,
initialement a la méme température To, sont
soumises a un chauffage constant par le bas. Ils
se sont également intéressés I’étude analytique
et numérique des critéres d’apparition en
régime permanent et transitoire de la
convection thermique bidimensionnelle en
milieu poreux en rotation. Le milieu poreux
anisotrope en perméabilité est tel que ses
frontiéres limites supérieure et inférieure sont
rigides. La paroi rigide inférieure est chauffée a
un rythme constant ¢ de chauffage de facon a
générer une distribution linéaire de la
température dans la direction verticale.
L’instabilité liée a I’anisotropie en perméabilité
de régime poreux, saturé par un fluide a été
analysée par la technique de calcul du volume
moyen d’écoulement. lls ont déterminé les
nombres de Rayleigh critique R, et les nombres
d’onde critiques a, pour I’apparition de la
convection dans le milieu anisotrope.

Govender S. (2002) a étudié la convection
naturelle dans une couche poreuse anisotrope
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en rotation soumise a la force centrifuge. Il a
utilisé I'équation de Darcy pour décrire
I'écoulement et a constaté que la convection est
stabilisée lorsque le rapport des parameétres
thermiques et mécaniques anisotropies croit en
amplitude.

Nield et Bejan (1999) et Bejan (2004) ont
établi des revues complétes des principes
fondamentaux de la convection de la chaleur
dans les milieux poreux.

Dégan G. (1997) a mené une investigation
numeérique et analytique de la convection
naturelle dans une cavité rectangulaire confinée
par un milieu poreux anisotrope en
perméabilité et chauffé isothermiquement par
les cOtés. Les axes principaux de la
perméabilité sont choisis inclinés d’un angle 6
par rapport au champ gravitationnel. Les
résultats ont montré que le rapport
d’anisotropie en perméabilité K* et I’angle
d’inclinaison © des axes principaux ont tous
deux une grande influence sur le systeme. En
particulier, le transfert de chaleur maximale
(minimale) est obtenu lorsque I’orientation de
I’axe principal du milieu poreux anisotrope
ayant la  perméabilit¢  est paralléle
(perpendiculaire) au champ gravitationnel.

NOMENCLATURE

w: Viscosité dynamique du fluide saturant le
milieu poreux ;

g : Vecteur champ de pesanteur ;

p : Pression de la vapeur saturante ;

a (0,0,2) : Vecteur vitesse de rotation de
I’enceinte ;

7' : Vecteur position ;

K: Tenseur de perméabilité du troisiéme
ordre ;

o : Rapport des capacités thermiques ;

V : Vecteur vitesse de filtration du fluide dans
le milieu poreux ;

AT =Ty — T, . Différence de température
entre les deux surfaces ;

22
R, = K1po HBAT . Nombre de Rayleigh pour

uoa
la force centrifuge ;

u’; vetw : Composants respectifs du vecteur

vitesse suivant les axes (o, x), (0,y) et (0, 2) ;
kyetk,: Nombres d’ondes décrivant la
périodicité de la perturbation dans les
directions yetz respectivement ;

ky,? + k,* = k* : Nombre d’onde ;

lsim=n
Omn = { . et
mo 0 sim#En
5 _ {1 si m+n est impair,
min2p=1 7|0 si m+n est pair

Les kronecker

a = cos’p + K*sin’¢ ;

b = sin*¢ + K*cos?¢ et

c= %(K* — 1)sin2¢ : Eléments de I’inverse
du tenseur de perméabilité ;

¢@: Angle d’orientation des directions
principales du tenseur de perméabilité ;

ki, kyetks : Perméabilités suivant les
directions principales ;

K*=K,/K, et § = K, /K; : Rapport
d’anisotropie en perméabilité ;

p : Densité du fluide ;
éy; é,eté, . Vecteurs
directions principales.

unitaires dans les

I- MODELE PHYSIQUE ET FORMU-
LATION MATHEMATIQUE

1.1. Description du modéle physique

Le modele physique considéré a la figurel est
celui d’une enceinte parallépipédique a parois
planes. La paroi horizontale inférieure est celle
symbolisant la poéle qui est chauffée par I’'une
des faces latérales a une température constante
Ty pendant que I'autre face latérale est a la
température T.constante, telle que (Ty > T¢).
La pate de manioc contenue dans I’enceinte
constitue un milieu poreux saturé par I’amidon
assimilable a un fluide non newtonien. Le
milieu poreux est anisotrope en perméabilité
dont les directions sont orientées obliqguement
par rapport a I’axe verticale (Figurel). Le
systeme milieu poreux-enceinte est soumis a un
mouvement de rotation entretenu, de fréquence
constante N.

Dés I’'amorce du chauffage, le milieu poreux
anisotrope est le siége de phénoménes thermo
convectifs que nous allons étudier.
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perméable

e v — X , u
0 L
imperméable

Figure 1 : Modeéle physique-Cavité
rectangulaire en rotation et axes de
coordonnées, contenant le milieu poreux
anisotrope.

I. EQUATIONS GOUVERNANTES

Les équations gouvernant notre systeme
s’écrivent:
V.V =0 1)
K =, 1 =2l= 3 2
==|-vp +2pV |ar @)
‘”’ LAV (V) = av?T 3)

1.1. Adimensionnalisation des équations
De I’échelle de normalisation, nous avons les
variables adimensionnelles suivantes :

V.V=0 (5)
(R)'V = —VP — RyxTT (6)
L +V.(Vr) =vT )
Klpoﬂ H2BAT |

> : Nombre de Rayleigh
pour la force centrifuge.

ouR

1.2. Les équations a I’état perturbé

A I’état de base, nous avons la conduction
pure :

Uy =v, =w, =0;P, = —gRaxz‘—i-
constante; T, =x (8)

La question est de savoir si cette solution sans
mouvement du fluide prévaudra toujours,
quelle que soit la différence de température AT
que nous allons imposer. Nous allons répondre
a cette question en langant une expérience de
stabilité de type décrit dans le cadre de la
transition en convection de [I’écoulement
laminaire-turbulent. L’expérience de stabilité
linéaire consiste a perturber la solution de base
et a observer dans quelles conditions la
perturbation imposée croit en amplitude. Ainsi,
nous substituons

T(x,y,t) = T,()+ Ty,t)
v(x,y,t) = 0 + v(x,y,t)
u(x,y,t) = 0 + ux,y,t)
w(x,y,t) = 0 + w(,y,t)
Transitoire base perturbation

dans les équations qui régissent le régime

transitoire ; nous obtenons les équations
suivantes a I’état perturbé:

V.V =0 9)
() 'V = —V’P' - R T8, (10)
i_ 2 ! (7T ,0_’1" LA
(at V)T +u +v ay-i-w = +u =
0 (11)

Dans I’équation (11), nous avons la possibilité
d’éliminer  les termes non linéaires

( aT’ , 0T’

;v P etw’ ) en faisant I’hypothése

que Ie débit du fIU|de et la température de
perturbations sont négligeables. Ainsi, dans
I’équation (11), on ne retient que les termes du
premier ordre. Nous obtenons donc :

VWV =0 (9)

(R) 'V = —VP' — RxT'8, (10)

4 2\ s r_

(E—V)T+u—0 12)
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Nous allons éliminer les termes de pression  obtenons le systéme d’équations (13) ci-
dans I’équation (10) en prenant deux fois le  dessous:

nabla (V) vectoriel I’équation (10), nous

- b - - h
Soxar Cayar T Payex ey " Ty o2 vz a2

(azw' 0%u’ 0%v’ 0%u’ 0%u’ 0%v' azv’> (62T’ 62T’>
= Ra.x

C +b b axay+a—y

o*w'  9%u’ %v' GEVY azu’+ 0%v' N 0%v'\ R 0*T'  oT’ (13)
Eaxz d0x? dx? aaxay 022 Caxay 972 ) = A\

azw'+ 0%’ e 0%’ azw’+ o%u’ bazv' B 62T’+6T’
Sayaz T 2oyaz Caxaz Yaxay  Cayz TCayaz Payaz) = N\ *axaz T az

La composante de ce systéme d’équations suivant I’axe (o, x)suffit pour résoudre le probléme
(selon Vadasz) ; nous obtenons donc :

6u'+6v'+aw'_0
ax Ay 0z

) 2w’ 62u'+b62v' o%u’ 62u'+ azv'+ 0%y’ _R 62T'+62T' (14)
$oxaz Sayaz T Payox Yayz a2 TCoyr Tz ) TRaX G T o

(6 VZ)T'+ =0
ot w=

Nous allons réécrire ces équations en supposant que V'(u’,0,w") et nous allons utiliser I’équation
2w’ %’ N s . L .
¥ = ——u). Le systéme d’équations & résoudre devient donc :

de continuité (axaz = -2z

[ (62 62> 02 02 ] , (62T' 62T'>
alz=+z= |+ +¢c u + Ra.x + =0
y x yoz y (15)

En appliquant I’opérateur (%—Vz) a la premiere ligne de ce systeme d’équations (15), nous
obtenons I’équation de perturbation de température sous la forme :

(a vz) 00 N 0% 0t . (0% 9N
at HWayz T az2) T T Cayaz| ~ RE¥\ Gy T a2

0 (16)
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1.3. Analyse dans le mode normal
La condition initiale a ce probléme transitoire
est arbitraire ; mais, inspiré par les observations
visuelles des cellules de Bénard, il est logique
de supposer des variables sinusoidales en
(y et z)et de la variable exponentielleen t :
T = Ane(x)eat+i(kyy+kzz) (17)
En substituant 1’équation (17) dans I’équation
(16), nous obtenons :
[(D? — k? — 0)(§D? — ak?)
+ icky(D* —k* — 0)D
—R,xk?|o =0 (18)
Avec D = %
Les conditions aux limites appropriées sont :

x=0, 6=0
{ (19)

x=1 60=1

L’équation (18) sera résolue par la méthode de
Galerkin. Par conséquent, O(x) est développée
en séries de fonctions triviales orthogonales qui
satisfont les conditions aux limites définies
I’équation (19) :

N
o) = Z a, sin(nmx)

i=1

En introduisant I’expression de O(x) dans
I’équation (18), nous obtenons :

N
Z ap {[(n?n? + k% — 0)(én?n? + ak?) — R k?x]sin(nnx) — ickynn(n®n* + k* — o)co s(nnx)}
n=1

=0

Avec

i=v-1, k, et k, les nombres d’ondes
décrivant la périodicité de la perturbation dans
les directions yetz respectivement avec
k) + k> =k o étant le taux
d’accroissement de la stabilité.

(20)

ETUDE DE LA STABILITE MARGI-
NALE: o =0

Nous allons multiplier 1’équation (20) par
sin(mmx) puis intégrer sur le domaine [0 ; 1].
Ainsi, nous obtenons :

1

N
Z a,{ [(n?m? + k2)(én’n? + ak?)] f sin(mmx) sin(nmx) dx

n=1
1

0

— R, k? f xsin(mmx) sin(nmwx)dx

0
1

—ickynm(n®n® + k?) f sin(mmx) cos(nmx)dx ; = 0 21
0
N
1 Omn
a, [(nzn2 + k?)(én?m? + ak?) — ERakz] -
n=1
4m.n.R.k*  idm.n.ck,(n*n® + k?)
n2(m2 — n?)2 - n(m? — n?) Ominzp-1( =0
(22)
_flsim=n _ (1 si m+n est impair
AVEC Opmn = {0 sim#n e Ominzp-1 = {0 si m+n est pair
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N=1,2,.... 7 et P un entier quelconque
Posons m = 1 et faisons varier n = 1 a 2, nous obtenons :

1 1 8R.k?  i8ck, (4% + k2
> [(nz + k?)(én? + ak?) — ER“kz] a, + [ i y(4m )] .

972 3T
=0 (23)

Posons m = 2 etfaisons varier n = 1 a 2, nous obtenons :
8R.k?  i8cky(n? + k?) 1 1
[ T +5|@n? 4k ans + ak) - S Ry

=0 (24)

Ecrivons la forme matricielle L(a,) = 0 des équations (23) et (24), nous obtenons :

2 i 2 2
E [(nz + k?)(ém? + ak?) — %Rakz] [BRak + ek, (4n” + k )] 1| a;

om? 3 | [=0 @5
| [BRakT_iBck, (7 + k) ! [(4 2 4 k2)(4m%E + ak?) e k2]| B
| |Tonz 31 2 [V R
Cette équation admet une solution si dét(L) = 0 &
= (i _ o ) kRS - K (2 + K2 (62 + ak®) + (4 + K342 + akD)IR
16 81m* 1“ 8 a
+ Z(nz + k?)(én? + ak?)(4n? + k) (4m2%E + ak?)
64k, ’c i64ck, k?
_ y 2 2 2 2\2 _ y
92 (m? + k*)(4m* + k*) —on R,
=0 (26)

La signification physique du nombre de Rayleigh veut que ce nombre soit un nombre réel ; la
partie imaginaire de I’équation (26) est donc nulle :
64ck, k?
5>——=0
o
Or c et k sont non nuls ; c’est donc k,, = 0
L’équation (26) devient alors :

1 64 ap2 K 1e
(16 81”4)k RZ="ER+76=0 27
Avec

&= (m? + kH)(En? + ak?)(4n? + k?)(4m2%& + ak?)
£ =[(n? + k*)(En? + ak?) + (4n? + k*)(47?E + ak?)]

(3m)* — 1024
(3m)*

A = (Ek?)? — 45(

k*R2 — 26k%R, + 45 =0

(3m)* — 1024 y
(3m)* >
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£K2 + \/(EkZ)Z — 45 (wk4)

Bm)*

Rqa = ((3n)4—1024 k4)
(3m)*
Posons
3 (37.[)4 _ 210
NET5L
L’expression de R, devient: R, = # <£ + /EZ - 48y> (28)
IV. RESULTATS ET DISCUSSION critique croit avec K*. Autrement dit si

Les figures 2, 3 et 4 illustrent respectivement
I’effet du rapport d’anisotropie en perméabilité

" K , . .
K =K—1, I’angle d’orientation ¢ des axes
2

principaux de perméabilité et I’effet du rapport
d’anisotropie & = % sur la stabilité linéaire de
3

la convection dans un milieu poreux anisotrope
saturé par un fluide non newtonien.

Dans la figure 2, pour K*=1 (milieu
isotrope), la valeur du nombre de Rayleigh
critique  Ra, = 77,0829 pour un nombre
d’onde critique de k., = 3,19.

300~
Ra o0l

100

L sl b b b b b b b b b
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

@ k

Figure 2 : Variation de Raen fonction de k
pour différentes valeurs de K* avec & = 1 et
@ = 45°

Ces résultats correspondent bien a ceux trouvés
par Vadasz (Ra,. = 77,0828 ; k., = 1,017x).
Nous constatons que le nombre de Rayleigh

K* <1, le nombre de Rayleigh critique Ra,
est plus faible et si K* > 1, ce nombre est
élevé. Ceci montre que le rapport d’anisotropie
en perméabilité dans les directions principales
K, etK, a un effet sur I'amorce de la
convection dans le milieu.

Pour la figure 3, le nombre de Rayleigh critique
décroit avec I’angle d’orientation des axes en
perméabilité.

Ra ol

100—

Figure 3 : Variation de Ra en fonction de k
pour différentes valeurs de ¢ avec K*=0.1 et

=1

En effet, le début de la convection est vite
atteint lorsque les directions principales des
axes de perméabilite s’écartent.

Pour la figure 4, nous constatons que le nombre
de Rayleigh critique croit avec ¢.

186

J. Rech. Sci. Univ. Lomé (Togo), 2014, Série E, 16(2) : 179-188



Analyse de la stabilité linéaire d’un milieu poreux anisotrope en rotation, sature par un fluide non-
newtonien soumis a I’action de la force centrifuge.

Ra

0 4 8 12

Figure 4 : Variation de Raen fonction de k
pour différentes valeurs de ¢ avec K* = 0.1 et
@ = 45°

Autrement dit si £ < 1, le nombre de Rayleigh
critique Ra. est plus faible et si & > 1, ce
nombre est élevé. Ceci montre que le rapport
d’anisotropie en perméabilité dans les
directions principales K; et K; a un effet sur
I’amorce de la convection dans le milieu.

V. CONCLUSION
Le probleme de la stabilité linéaire d’un milieu

poreux anisotrope en rotation soumis a I’action
d’une force centrifuge a été étudié. De cette
étude, il ressort les conclusions suivantes :

1.) Une faible valeur du rapport d’anisotropie
en perméabilité K*, permet de vite atteindre le
seuil de la convection ;

2.) Nous avons obtenu le méme effet pour le
rapport d’anisotropie en perméabilité ¢ ;

Par contre le seuil de la convection augmente
lorsque nous augmentons I’angle d’orientation
@ des axes principaux de perméabilité.
Autrement  dit, lorsque les directions
principales de perméabilité coincident avec les
directions des axes principaux (¢ = 90°), le
seuil de la convection est vite atteint par contre
lorsque les  directions principales de
perméabilité sont confondues avec [I’axe
principal (o,x) c’est-a-dire (¢ = 0°), le seuil
de la convection est élevé.
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